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条件付分布関数

X , Y , Z : 確率変数
FY |X (y |x): X = x ∈ X (Ω)での (Y ∈ (−∞, y ]), y ∈ Rの条件付確率

.

X のもとでの Y の条件付分布関数

.

.

.

. ..

.

.

FY |X : (y , x) ∈ Y (Ω) × X (Ω) 7→ FY |X (y |x) ∈ [0, 1]

各 x ∈ X (Ω)で、
{

µX (dx) :> 0, µX (x − ϵ/2, x + ϵ/2) > 0 for ∀ϵ > 0
µX (dx) := 0, otherwise

　
X ∗(Ω) := {x ∈ X (Ω) | µX (dx) > 0}

.

FY |X (y |x), y ∈ R

.

.

.

. ..

.

.

x ̸∈ X ∗(Ω)では任意
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条件付独立性

.

X , Y は Z のもとで条件付独立

.

.

.

. ..

.

.

FXY |Z (x , y |z) = FX |Z (x |z)FY |Z (y |z), x ∈ X (Ω), y ∈ Y (Ω), z ∈ Z ∗(Ω)
(1)∫ y

0 {FX |YZ (x |s, z) − FX |Z (x |z)}µY |Z (ds|z) = 0 ,
x ∈ X (Ω), y ∈ Y (Ω), z ∈ Z ∗(Ω)

FX |YZ (x |y , z) = FX |Z (x |z), x ∈ X (Ω), y ∈ Y ∗(Ω), z ∈ Z ∗(Ω) (2)

U = {U1, · · · , Un}, Ui : Ω → R: 確率変数の集合

.

X,YはZのもとで条件付独立 I (X,Z,Y)

.

.

.

. ..

.

.

X , Y , Z を X,Y,Z ⊆ U に置き換えても、
条件付分布関数および条件付独立性は定義される

.

X,Yは独立

.

.

.

. ..

.

.

Z = {}
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条件付独立性 (続)

(例) X(Ω), Y(Ω)が可算集合のとき，X,Yが Zのもとで条件付独立
⇐⇒

PXYZ(x, y, z)

PZ(z)
=

PXZ(x, z)

PZ(z)
· PYZ(y, z)

PZ(z)
, x ∈ X(Ω) , y ∈ Y(Ω) , z ∈ Z∗(Ω)

(3)
⇐⇒ ∑

x∈X

∑
y∈Y

PXYZ(x, y, z)

PZ(z)
=

∑
x∈X

PXZ(x, z)

PZ(z)
·
∑
y∈Y

PYZ(y, z)

PZ(z)
,

X ⊆ X(Ω), Y ⊆ Y(Ω), z ∈ Z∗(Ω) (4)
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条件付独立性 (続)

(例) FX|Z, FY|Z, FXY|Zが絶対連続であれば，

FX|Z =

∫
fX|Z(x|z) dx, FY|Z =

∫
fY|Z(y|z) dy,

FXY|Z =

∫∫
fXY|Z(x, y|z) dxdy

なる fX|Z, fY|Z, fXY|Z (条件付確率密度関数)が存在

0 = FX|Z(x|z)FY|Z(y|z) − FXY|Z(x, y|z)

=

∫ x

0

∫ y

0
{fX|Z(s|z)fY|Z(t|z) − fXY|Z(s, t|z)} dsdt

fX|Z, fY|Z, fXY|Zが連続であれば、

fXY|Z(x, y|z) = fX|Z(x|z)fY|Z(y|z)
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依存モデル

.

依存モデル

.

.

.

. ..

.

.

I (X,Y,Z)が真となる (X,Y,Z) の集合

特定の依存モデルM を仮定: I (·, ·, ·)を I (·, ·, ·)M
必ずしも確率を仮定しなくてもよい
(条件付独立性で真偽を決めるのは特殊ケース)

条件付独立性で真偽を決め、確率測度 µを明示する場合: I (X,Z,Y)µ
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定理 2.1

.

定理 2.1

.

.

.

. ..

.

.

I (·, ·, ·) = I (·, ·, ·)µとなる確率 µUが存在するためには，

I (X,Z,Y) ⇐⇒ I (Y,Z,X), (5)

I (X,Z,Y ∪ W) =⇒ I (X,Z,Y) ∧ I (X,Z,W), (6)

I (X,Z,Y ∪ W) =⇒ I (X,Z ∪ W,Y), (7)

I (X,Z,Y) ∧ I (X,Z ∪ Y,W) =⇒ I (X,Z,Y ∪ W). (8)

さらに，µU(du) > 0, u ∈ U(Ω)であるためには

I (X,Z ∪ W,Y) ∧ I (X,Z ∪ Y,W) =⇒ I (X,Z,Y ∪ W) (9)

が必要
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定理 2.1 (5)の証明

I (X,Z,Y)

⇐⇒ FXY|Z(x, y|z) − FX|Z(x|z)FY|Z(y|z) = 0,

x ∈ X(Ω), y ∈ Y(Ω), z ∈ Z∗(Ω)

⇐⇒ I (Y,Z,X)
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定理 2.1 (6)の証明

I (X,Z,Y ∪ W)

=⇒ FX|YZW(x|y, z,w) = FX|Z(x|z),
x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω)

=⇒


FX|YZ(x|y, z) = FX|Z(x|z),
x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω)
FX|ZW(x|z,w) = FX|Z(x|z),
x ∈ X(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω)

=⇒ I (X,Z,Y) ∧ I (X,Z,W)
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定理 2.1 (7)の証明

I (X,Z,Y ∪ W)

=⇒



FX|YZW(x|y, z,w) = FX|Z(x|z),

x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω)

FX|ZW(x|z,w) = FX|Z(x|z),

x ∈ X(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω)

=⇒ FX|YZW(x|y, z,w) = FX|ZW(x|z,w),

x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), w ∈ Z∗(Ω), z ∈ W∗(Ω)

=⇒ I (X,Z ∪ W,Y)
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定理 2.1 (8)の証明

I (X,Z,Y) ∧ I (X,Z ∪ Y,W)

=⇒



FX|YZ(x|y, z) = FX|Z(x|z),

x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω)

FX|YZW(x|y, z,w) = FX|YZ(x|y, z),

x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω)

=⇒ FX|YZW(x|y, z,w) = FX|Z(x|z),
x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω)

=⇒ I (X,Z,Y ∪ W)
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定理 2.1 (9)の証明

I (X,Z ∪ W,Y) ∧ I (X,Z ∪ Y,W)

=⇒



FX|YZW(x|y, z,w) = FX|ZW(x|z,w),

x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω)

FX|YZW(x|y, z,w) = FX|YZ(x|y, z),

x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω)

y, y′ ∈ Y∗(Ω), w,w′ ∈ W∗(Ω)について，

FX|YZW(x|y, z,w) = FX|YZW(x|y′, z,w) = FX|YZW(x|y′, z,w′)

FX|Z(x|z) = FX|YZW(x|y, z,w)

x ∈ X(Ω), y ∈ Y∗(Ω), z ∈ Z∗(Ω), w ∈ W∗(Ω),

I (X,Z,Y ∪ W)
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完全性予想

.

定理 2.1の逆 (完全性予想)

.

.

.

. ..

.

.

.

.

.

1 (5)–(8) =⇒ I (·, ·, ·) = I (·, ·, ·)µなる確率 µUが存在

.

.

.

2 (9) =⇒ µU(du) ̸= 0となるものが存在
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条件付独立性の例
(例) (1)より、

I (X,Z,Z) (10)

(6), (10), (5), (6), (10), (5)を順次適用して，

I (X,Z,Y) =⇒ I (X,Z,Z) ∧ I (X,Z,Y − Z)
⇐⇒ I (X,Z,Y − Z)
⇐⇒ I (Y − Z,Z,X)
=⇒ I (Y − Z,Z,X − Z) ∧ I (Y − Z,Z,Z)
⇐⇒ I (Y − Z,Z,X − Z)
⇐⇒ I (X − Z,Z,Y − Z).

(10), (8), (5), (10), (8), (5)を順次適用して，

I (X − Z,Z,Y − Z) ⇐⇒ I (X − Z,Z,Z) ∧ I (X − Z,Z,Y − Z)
=⇒ I (X − Z,Z,Y)
⇐⇒ I (Y,Z,X − Z)
⇐⇒ I (Y,Z,Z) ∧ I (Y,Z,X − Z)
=⇒ I (Y,Z,X)
⇐⇒ I (X,Z,Y).
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条件付独立性の例

I (X,Z,Y) ⇐⇒ I (X − Z,Z,Y − Z), (11)

I (X,Z, {}) (12)

(例)
X , Y : 確率 1/2で 0, 1が生じる独立な確率変数
U = {X , Y , X + Y ,−Y }
X = {X}, Y = {Y }, Z = {X + Y }, W = {−Y }を (9)に適用

µ(X = x |X + Y = x + y , Y = y ,−Y = −y)

= µ(X = x |X + Y = x + y , Y = y)

= µ(X = x |X + Y = x + y ,−Y = −y), x , y ∈ {0, 1}

I (X,Z ∪ W,Y) ∧ I (X,Z ∪ Y,W) は真

µ(X = x |X + Y = x + y ,Y = y ,−Y = −y) ̸= µ(X = x |X + Y = x + y)

I (X,Z,Y ∪ W)は偽
µU(du) = 0なる u ∈ U(Ω)が存在し、(9)が成立しない例
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グラフィカルモデル

.

依存モデルの候補の数

.

.

.

. ..

.

.

定理 2.1の制約条件を仮定しても、Uに含まれる要素の数とともに非常
に大きくなる。

.

グラフィカルモデル

.

.

.

. ..

. .

依存モデルを

無向グラフ : Markovネットワーク

有向非巡回グラフ : Bayesianネットワーク

で近似的に表現
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